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Dr. Cvetityanin Lívia 
 

Változó tömegű test dinamikája 
 

Rövid összefoglalás. Ez az értekezés egy áttekintés az MTA doktori disszertációmról.  

Az értekezés bemutatja azokat a kutatási eredményeimet, amelyek a változó tömegű tes-

tek dinamikájára vonatkoznak. Az értekezés hat részt tartalmaz. A bevezető rész után a 

változó tömegű test alap dinamikai törvényei kerülnek bemutatásra. A harmadik fejezet 

témaköre a szakaszosan változó tömegű test dinamikája. A klasszikus dinamikai törvé-

nyek és az analitikai módszerek lettek kiterjesztve és az értekezés a változó tömegű test 

síkbeli mozgásával foglalkozik, két példán keresztül. A negyedik témakör a folyamato-

san változó tömegű testek dinamikájával foglalkozik. Az időben változó test tömege és 

tehetetlenségi nyomatéka változásakor az ellenerő mellett egy új ellennyomaték is kihat. 

A mozgás differenciál-egyenleteit a klasszikus és az analitikus dinamikai törvények alap-

ján lettek meghatározva. A Lagrange-egyenletek a folyamatosan változó tehetetlenségi 

nyomatékú és tömegű test mozgása vizsgálatára lett használva. Megoldásra került egy 

meglévő műszaki probléma is, amelynek során a szalag rátekercselődik a dobra. Az ötö-

dik fejezet a változó tömegű test rezgésével foglalkozik. Különböző rezgéskeltő rendszer 

volt vizsgálat tárgya és különböző módszerek lettek kifejlesztve. Az értekezés összefog-

lalással fejeződik be. 

Kulcsszavak: változó tömeg, változó tehetetlenségi nyomaték, ellenerő, ellennyomaték, 

szakaszos tömeg változás, folyamatos tömeg változás. 
 

DYNAMICS OF THE BODY WITH VARIABLE MASS 
 

Resume: In this paper the overview of the doctor dissertation of the author for the Hun-

garian Academy of Science is given. The dissertation deals with the problem of dynamics 

of a mass variable body. The dissertation is divided into six sections. After the introduc-

tion the basic relations of the dynamics of the body with variable mass is presented. In 

the third section the discontinual mass variation is considered. The general laws of rigid 

body dynamics and the analytical procedures are modified for mass variable systems. 

Specially, the plane motion of a mass variable body is discussed. Two examples are 

solved. In the forth section the dynamics of the continual mass variation is analyzed. Due 

to time variation of the mass and of the moment of inertia of the body, a reactive force 

and a reactive torque occur which affect the motion of the body. Differential equations 

of motion are obtained using the classic dynamics laws but also the principles of analyt-

ical dynamics. Lagrange second order differential equations of motion for the free body 

with variable mass is composed. Using these equations the problem of motion of a rotor 

on which the band is winding up is investigated. In the Section 5, the vibrations of the 

mass variable system is considered. Various nonlinear one and two degrees f freedom 

oscillatory systems are investigated. The dissertation ends with a conclusion. 

Keywords: variable mass, variable moment of inertia, reactive force, reactive torque, dis-

continual mass variation, continual mass variation.  
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1. Bevezető: Változó tömegű gépek és mechanizmusok 

 

Számos gép és mechanizmus működése közben egyes elemeinek 

változik a tömege és a tehetetlenségi nyomatéka [1]-[4]. Ez komoly prob-

lémákat okozhat, mivel kihat a mechanizmus és a gép mozgására és a mű-

ködés pontosságára. Változó tömegű gépek és mechanizmusok az iparban 

és a gyáriparban működnek (1. ábra). Külön említeném a különböző szű-

rőket, szállító szalagokat és gépeket, mérő eszközöket, keverő gépeket és 

változó tömegű rotorokat, a papír, a textil, és a kábelgyártó iparban, vala-

mint a szőnyegszövő gépeket is. A tömeg és a tehetetlenségi nyomaték 

ezeknél a gépeknél folyamatosan vagy szakaszosan változik. Kihangsú-

lyozom, hogy a tömeg és a tehetetlenségi nyomaték változásának van elő-

nye, de hátránya is. A múltban a változó tömegű testek mozgása külön 

jelentőséggel bírt az égitestek mechanikájában [5]-[7]. Az értekezésem-

ben nem foglalkoztam a változó tömegű rakéta dinamikájával, mivel en-

nek a mozgása nagymértékben és leginkább mint változó tömegű pont 

elemezhető.  

Az értekezés hat részre van felosztva és egy irodalomjegyzékkel 

fejeződik. Az első témakörben elemeztem egyes változó tömegű gépek és 

mechanizmusok működését. A második témakörben vizsgáltam a test tö-

megének, illetve tehetetlenségi nyomatékának csökkenése vagy növeke-

dése esetén a mozgásmennyiség és perdület változását. Meghatároztam a 

szabadon mozgó, változó tömegű ilyen módon újonnan keletkezett test 

mozgásmennyiségét és perdületét. Értekezésem harmadik témaköre a sza-

kaszosan változó tömegű test dinamikai vizsgálatára vonatkozik. A klasz-

szikus dinamikai törvények és az analitikai módszer kiterjesztése után, az 

értekezés a változó tömegű test síkbeli mozgásával foglalkozik. Két példa 

megoldása került bemutatásra: egy tömegelem leválása után a rotor sík-

beli mozgása és egy inga szétválásakor keletkező dinamikai problémák. 

A negyedik témakörben a folyamatosan változó tömegű testek dinamiká-

ját tanulmányoztam. 
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1. ábra 

Változó tömegű járművek 
 

Az időben változó test tömege és tehetetlenségi nyomatéka válto-

zásakor bevezettem az ellenerő mellett egy új ellennyomatékot is. Kidol-

goztam a mozgás differenciál-egyenleteit. A Lagrange-egyenleteket a fo-

lyamatosan változó tehetetlenségi nyomatékú és tömegű test mozgása 

vizsgálatára használtam. Az újonnan levezetett elméletet felhasználtam 

egy meglévő műszaki probléma megoldására, amelynek során a szalag rá-

tekercselődik a dobra. Az egyenleteket kibővítettem, a test tömegének, 

valamint a geometriájának változását is figyelembe vettem. Az ötödik té-

makörben a változó tömegű test rezgésével foglalkoztam. Az egy-szabad-

ságfokú testek rezgés differenciál-egyenletének új megoldási módszerei 

lettek levezetve. Továbbá, a Van der Pol-féle rezgéskeltő rendszer, két 

szabadságfokú rezgések (rotorok rezgése) és két szabadságfokú lengő 

rendszerek is figyelembe lettek véve. Az értekezés összefoglalással feje-

ződik be. 

 

2. A testek tömege és tehetetlenségi nyomatéka változásának hatása a 

mozgásmennyiségre és a perdületre 

 

A testek tömegének, illetve tehetetlenségi nyomatékának változá-

sára vonatkozóan a mozgásmennyiség és a perdület változása meghatá-

rozható [8],[9].  
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A 2. ábrán az alap test szétválási és egyesülési modelljei láthatóak. 

Tanulmányaimban a következőket feltételeztem:  

1) a tömeg változása nagyon rövid ideig tart,  

2) az eredeti test és a levált test, illetve az eredeti test és a hozzá-

adott test, a változások előtt és után egy rendszert képeznek. Az eredeti 

test és a levált test között, valamint az eredeti és a hozzáadott test között 

erőhatások keletkeznek. Felhasználva a 2) feltételt, a belső erőket nem 

szükséges figyelembe venni a rendszer mozgásának elemzésénél. 

 
2. ábra 

 a) Test szétválási modellje, b) Testek egyesülési modellje 

 

3. A szakaszosan változó tömegű testek dinamikája 

 

Az általános klasszikus dinamikai törvények alapján kifejleszthető 

a merev testek tömege, illetve tehetetlenségi nyomatéka változásának el-

mélete [10]. Annak alapján kiterjeszthető a merev test szétválásával vagy 

egyesülésével keletkezett mozgás elemezésének módszere. Meghatároz-

ható a test sebességének és szögsebességének ugrásszerű változása, amely 

a test szétválásakor, illetve egyesülésekor jön létre. Külön esetként a szét-

választott testek síkbeli mozgása is megoldható. Az így kifejlesztett mód-

szert alkalmazva, a doktori értekezésben egy Jeffcott rotorról leválasztott 

tömeg dinamikai paraméterei lettek meghatározva. 

Alkalmazva az analitikus dinamikában szerepelő elveket, egy új 

analitikus eljárásmód lett kifejlesztve, amellyel meghatározható a változó 

tömegű és tehetetlenségi nyomatékú test sebessége és szögsebessége is, 

amely a tehetetlenségi jellemzők szakaszos megváltozásakor jelentkezik 

[11]. Az analitikai módszerrel a test sebessége és szögsebessége egy tö-

megelem leválása vagy hozzáadása után meghatározható. A módszer az 
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ütközés analitikus elméletén alapszik. A módszer a szétválás előtti és a 

szétválás utáni kinetikai energia változásán alapszik. A testek egyesülésé-

nél, ugyancsak, a kinetikai energia változása lett számításba véve. Az ere-

deti test, a levált és megmaradó test kinetikai energiáját, továbbá az ere-

deti, a hozzáadott és az egyesült test kinetikai energiáját kell kiszámolni. 

A rugalmatlan szétválás esetén változik a kinetikai energia a levált és a 

megmaradó testnél [12]. A tömeg szétválását egy ingánál mutattam be.  

 

4. Folyamatosan változó tömegű testek dinamikája 

 

Már a XIX. században több tudós foglalkozott a folyamatosan vál-

tozó tömegű test dinamikájával [13]-[16]. Külön kiemelném I.V. 

Meshchersky eredményét, aki a változó tömegű pont mozgását vizsgálja 

[8]. Ennek alapján számos tanulmány jött létre [17]-[30]. A folytonosan 

változó tömegű merev testek szabad mozgásának differenciál-egyenletei 

is kidolgozhatók [31]. Mivel nem csak a test tömege, hanem a tehetetlen-

ségi nyomatéka is változik, az ellenerőn kívül, egy ellennyomatékot is 

azonosíthatunk, amely a test szétválásánál vagy egyesülésénél jelentke-

zik, ha a relatív sebesség és relatív szögsebesség nem nulla.  

Ha a relatív sebesség és relatív szögsebesség nulla a mozgásegyen-

letek megfelelnek a változatlan tömegű test mozgásegyenleteinek [32]. Ha 

a leválasztott test abszolút sebessége és szögsebessége nulla, a mozgás-

mennyisége és perdülete a változó tömeg és sebesség, valamint a test vál-

tozó tehetetlenségi nyomaték és szögsebesség, szorzata.  

 
3. ábra 

Változó tömegű Jeffcott rotor modellje 
 

A folyamatosan változó tömegű és tehetetlenségi nyomatékú test 

mozgásegyenlete felhasználható egy valóságos műszaki probléma megol-

dására, amikor a szalag feltekeredik a dobra (3. ábra). 

 A folyamatosan változó tömegű test mozgására a Lagrange-féle 

differenciál-egyenletek levezethetők több módon (lásd pld. [1],[2],[4]). 
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Az értekezésben új módon lettek levezetve és a változó tehetetlenségi 

nyomaték is számításba lett véve. Kiszámítva a kinetikai energiát, a po-

tenciális energiát és az általános erőt, amely figyelembe veszi az ellenerőt 

valamint az ellennyomatékot is, a test mozgása a Lagrange-féle differen-

ciál-egyenletek alapján tanulmányozható [33],[34]. 
 

5. Változó tömegű testek rezgése 
 

Az előbbi tézis alapján elkészíthető a változó tömegű test rezgésé-

nek modellje. Gyakran nemlineáris erők is hatnak. Ekkor a matematikai 

modell nemlineáris, időben változó paraméteres differenciál-egyenlet. A 

rezgés vizsgálatára az egyenlet megoldása szükséges. A gyenge nemline-

áris egyenlet megoldására több analitikus módszer is létezik [35]-[43]. 

Sajnos, nem alkalmazhatók, ha az egyenletből hiányzik a lineáris elem. 

Az ilyen egyenletek megoldása új módszereket igényel. A módszer alkal-

mazható, ha nemlineáris erők figyelembe vétele is engedélyezett. A nem-

lineáris elem lehet egész és tört szám is. A módszer a konstans paraméterű 

rendszer pontos vagy approximatív megoldásán alapszik. A megoldás 

Ateb, trigonometrikus vagy Jacobi elliptikus függvény alakú [44]. A meg-

oldás a rezgés pontos periódusidejét, a legnagyobb amplitúdót és a rezgés 

sebességét közelíti meg [45]. Az eddigi tanulmányokban a sebességet nem 

vették figyelembe az approximatív megoldásnál, így sokszor eltértek a 

pontos értéktől. Az itt bemutatott megoldás egy perturbált változata az ál-

landó, változatlan paraméterű egyenlet megoldásának, ahol a rezgés amp-

litúdója, a frekvencia és a fázis időben változó függvények. A módszer 

különböző típusú lengő rendszerek vizsgálatánál alkalmazható. Az anali-

tikus és a numerikus módszerrel meghatározott eredmények összehason-

líthatók. A numerikus eredmények meghatározására a jól ismert Runge-

Kutta módszer lett használva. Az értekezésben kifejlesztett módszerrel 

meghatározott eredmények nem térnek el a numerikus módszerrel megál-

lapításra került adatoktól. 

Új eredmények jöttek létre az egy szabadságfokú rezgő testnél, 

ahol az ellenerő befolyásolja a rezgés amplitúdóját és a lengésidőt [46]-

[49].  

A változó tömegű Van der Pol típusú lengő rendszer rezgése is 

vizsgálat tárgya volt. Az a határérték lett meghatározva, amely alatt zárt-

körű mozgás történik, és a rezgés változatlan, noha egy határértékű amp-

litúdóval rezeg. Ha a tömeg változása átlépi ezt a határértéket, a rezgés 

idővel megszűnik [50].  
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Kutatásaim kiterjedtek a rotor rezgésére is, mivel a rezgés üzem 

közben energia-veszteséget okoz, amelyet ki kellene küszöbölni. A vál-

tozó tömegű rotor két-, vagy egyfrekvenciás rezgése volt a kutatás tárgya. 

A tengely merevsége is hatással van az ilyen rotor rezgésére [51]-[55].  

Végül két egyenlő, egyformán lassan változó tömegű nemlineáris 

rugókkal összekapcsolt lengőrendszer került vizsgálatra. Értekezésemben 

saját módszeremet használtam ennek a példának megoldására. 
 

 
4. ábra 

Két test rezgése: analitikus megoldás A-t, és numerikus megoldás xN-t, yN-t 

 

Az analitikus (A - t) a numerikus (xN - t) és (yN - t) megoldásokkal 

lett hasonlítva. Amint látható a 4. ábrán, nincs eltérés a numerikus és az 

analitikus megoldás között. 

 

6. Összefoglalás 

 

Az értekezés az MTA doktori disszertációm tartalmának az átte-

kintése. Az értekezés a változó tömegű test mozgásával foglalkozik. A 

szakaszos és a folyamatos tömegváltozásra vonatkozik. A mozgás egyen-

letek felírása a klasszikus dinamikai törvények használatát igényelték. A 

változatlan tömegű test mozgásegyenletei módosultak. A test szétválása 

vagy hozzáadásakor az újonnan keletkezett test sebessége és szögsebes-

sége ugrás szerint változik. Az új sebesség és szögsebesség analitikai 

módszerrel is meghatározható. A folyamatosan változó tömegű test moz-

gására az ellenerő és az ellennyomaték hatnak, mivel a test tehetetlenségi 

nyomatéka időben változik. Az értekezésben meg van adva a szabad test 

mozgására a Lagrange-féle differenciál-egyenlet is. Tanulmányaim ered-

ménye a lengő test nemlineáris rezgésének kiszámítása. Új módszerrel 
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meghatároztuk a változó tömegű test rezgési amplitúdóját és fázisát. Egy 

és kétszabadságfokú rezgések voltak a kutatás tárgya. Az analitikus és a 

numerikus eredményeket hasonlítottuk össze. Az eltérés, nyilvánvalóan, 

nem jelentős. 
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