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Valtozo tomegii test dinamikaja

Rovid 6sszefoglalas. Ez az értekezés egy attekintés az MTA doktori disszertaciomrol.
Az értekezés bemutatja azokat a kutatasi eredményeimet, amelyek a valtozo tomegi tes-
tek dinamikajara vonatkoznak. Az értekezés hat részt tartalmaz. A bevezetd rész utan a
véltozo tomegil test alap dinamikai torvényei kertilnek bemutatasra. A harmadik fejezet
témakore a szakaszosan valtozé témegii test dinamikaja. A klasszikus dinamikai torvé-
nyek és az analitikai mddszerek lettek kiterjesztve és az értekezés a valtozd tdémegt test
sikbeli mozgasaval foglalkozik, két példan keresztiil. A negyedik témakor a folyamato-
san valtozd tomegi testek dinamikéjaval foglalkozik. Az idében valtozd test témege és
tehetetlenségi nyomatéka valtozasakor az elleneré mellett egy Uj ellennyomaték is kihat.
A mozgas differencial-egyenleteit a klasszikus és az analitikus dinamikai torvények alap-
jan lettek meghatarozva. A Lagrange-egyenletek a folyamatosan valtozd tehetetlenségi
nyomatéku és tomegi test mozgasa vizsgélatara lett haszndlva. Megoldasra kerilt egy
meglévé miiszaki probléma is, amelynek soran a szalag ratekercselédik a dobra. Az 6t6-
dik fejezet a valtozo tomegli test rezgésével foglalkozik. Kilonb6zo rezgéskeltd rendszer
volt vizsgalat targya és kiillonb6z6 modszerek lettek kifejlesztve. Az értekezés 6sszefog-
lalassal fejezédik be.
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DYNAMICS OF THE BODY WITH VARIABLE MASS

Resume: In this paper the overview of the doctor dissertation of the author for the Hun-
garian Academy of Science is given. The dissertation deals with the problem of dynamics
of a mass variable body. The dissertation is divided into six sections. After the introduc-
tion the basic relations of the dynamics of the body with variable mass is presented. In
the third section the discontinual mass variation is considered. The general laws of rigid
body dynamics and the analytical procedures are modified for mass variable systems.
Specially, the plane motion of a mass variable body is discussed. Two examples are
solved. In the forth section the dynamics of the continual mass variation is analyzed. Due
to time variation of the mass and of the moment of inertia of the body, a reactive force
and a reactive torque occur which affect the motion of the body. Differential equations
of motion are obtained using the classic dynamics laws but also the principles of analyt-
ical dynamics. Lagrange second order differential equations of motion for the free body
with variable mass is composed. Using these equations the problem of motion of a rotor
on which the band is winding up is investigated. In the Section 5, the vibrations of the
mass variable system is considered. Various nonlinear one and two degrees f freedom
oscillatory systems are investigated. The dissertation ends with a conclusion.
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1. Bevezetd: Valtozo témegei gépek és mechanizmusok

Szédmos gép és mechanizmus miikddése kozben egyes elemeinek
valtozik a tomege és a tehetetlensegi nyomatéka [1]-[4]. Ez komoly prob-
Iémaékat okozhat, mivel kihat a mechanizmus és a gép mozgésara és a mii-
kodés pontossagara. Valtozd tomegi gépek és mechanizmusok az iparban
és a gyariparban miikddnek (1. dbra). Kuloén emliteném a kilénbodz6 szi-
roket, szallito szalagokat és gépeket, méré eszkdzoket, keverd gépeket es
valtozo6 tbmegt rotorokat, a papir, a textil, és a kabelgyarto iparban, vala-
mint a szényegszovo gepeket is. A tdmeg és a tehetetlenségi nyomaték
ezeknél a gépeknél folyamatosan vagy szakaszosan valtozik. Kihangsu-
lyozom, hogy a tdmeg és a tehetetlenségi nyomaték valtozasanak van el6-
nye, de hatranya is. A multban a valtozo tomegii testek mozgasa kulon
jelent6séggel birt az égitestek mechanikajaban [5]-[7]. Az értekezésem-
ben nem foglalkoztam a valtozo tomegii rakéta dinamikajaval, mivel en-
nek a mozgasa nagymértékben és leginkdbb mint valtoz6 témegt pont
elemezhetd.

Az értekezés hat részre van felosztva és egy irodalomjegyzékkel
fejez6dik. Az elsé témakdrben elemeztem egyes valtozo tomegt gépek és
mechanizmusok miikddését. A masodik témakdrben vizsgaltam a test to-
megeének, illetve tehetetlenségi nyomatékanak csokkenése vagy noveke-
dése esetén a mozgasmennyiség és perdulet valtozasat. Meghataroztam a
szabadon mozgd, valtozé tomegii ilyen modon Gjonnan keletkezett test
mozgasmennyiségét és perdiiletét. Ertekezésem harmadik témakore a sza-
kaszosan valtozo témegii test dinamikai vizsgélatara vonatkozik. A klasz-
szikus dinamikai torvenyek és az analitikai modszer kiterjesztése utan, az
értekezés a valtozo tdmegi test sikbeli mozgasaval foglalkozik. Két példa
megoldasa kerilt bemutatasra: egy tdmegelem levalasa utan a rotor sik-
beli mozgéasa és egy inga szétvalasakor keletkez6 dinamikai problémak.
A negyedik témakdrben a folyamatosan valtozo6 tdmegii testek dinamika-
jat tanulmanyoztam.
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1. &bra
Valtozo tomegii jarmiivek

Az id6ében valtozo test tomege és tehetetlenségi nyomatéka valto-
zasakor bevezettem az elleneré mellett egy Uj ellennyomatékot is. Kidol-
goztam a mozgas differencial-egyenleteit. A Lagrange-egyenleteket a fo-
lyamatosan valtozo tehetetlenségi nyomatéki és tdmegt test mozgasa
vizsgalatara hasznaltam. Az Ujonnan levezetett elméletet felhasznaltam
egy meglévé miiszaki probléma megoldaséra, amelynek soran a szalag ra-
tekercselodik a dobra. Az egyenleteket kibovitettem, a test tdmegének,
valamint a geometriajanak valtozasat is figyelembe vettem. Az 6todik té-
makdrben a valtozd tdmegi test rezgésével foglalkoztam. Az egy-szabad-
sagfoku testek rezgés differencial-egyenletének Uj megoldasi modszerei
lettek levezetve. Tovabbd, a Van der Pol-féle rezgéskelté rendszer, két
szabadséagfokl rezgések (rotorok rezgése) €s két szabadsagfoka lengd
rendszerek is figyelembe lettek véve. Az értekezés dsszefoglalassal feje-
z6dik be.

2. A testek tomege és tehetetlenségi nyomatéka valtozasanak hatasa a
mozgasmennyiségre és a perdiletre

A testek tdbmegének, illetve tehetetlenségi nyomatékanak valtoza-

sara vonatkoz6an a mozgasmennyiség es a perdulet valtozasa meghatéa-
rozhat6 [8],[9].
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A 2. 4brén az alap test szétvalasi es egyesilési modelljei lathatoak.

Tanulméanyaimban a kovetkezoket feltételeztem:

1) a tdbmeg valtozésa nagyon révid ideig tart,

2) az eredeti test és a levalt test, illetve az eredeti test és a hozza-
adott test, a valtozasok el6tt és utan egy rendszert képeznek. Az eredeti
test és a levalt test kozott, valamint az eredeti és a hozzéadott test kozott
eréhatasok keletkeznek. Felhasznélva a 2) feltételt, a belsé eréket nem
sziikséges figyelembe venni a rendszer mozgasanak elemzésénel.

2. abra
a) Test szétvalasi modellje, b) Testek egyesiilési modellje

3. A szakaszosan valtoz6 témeg testek dinamikaja

Az altalanos klasszikus dinamikai torvények alapjan kifejleszthet6
a merev testek tdmege, illetve tehetetlenségi nyomatéka valtozésanak el-
mélete [10]. Annak alapjan kiterjeszthet6 a merev test szétvalasaval vagy
egyesilésével keletkezett mozgas elemezésének modszere. Meghataroz-
hat a test sebességenek és szogsebességének ugrasszerti valtozasa, amely
a test szétvalasakor, illetve egyesulésekor jon létre. Kilon esetként a szét-
valasztott testek sikbeli mozgasa is megoldhatd. Az igy kifejlesztett mod-
szert alkalmazva, a doktori értekezésben egy Jeffcott rotorrdl levalasztott
tdmeg dinamikai paraméterei lettek meghatarozva.

Alkalmazva az analitikus dinamikaban szerepel6 elveket, egy Uj
analitikus eljarasmaod lett kifejlesztve, amellyel meghatarozhat6 a valtozo
tomegl és tehetetlenségi nyomatéku test sebessege és szogsebessége is,
amely a tehetetlenségi jellemzdk szakaszos megvaltozasakor jelentkezik
[11]. Az analitikai modszerrel a test sebessége és szogsebessége egy to-
megelem levalasa vagy hozzaadasa utdn meghatarozhat6. A mddszer az
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utkozés analitikus elméletén alapszik. A modszer a szétvalas elétti és a
szétvalas utani kinetikai energia valtozasan alapszik. A testek egyesulésé-
nél, ugyancsak, a kinetikai energia valtozasa lett szdmitasba véve. Az ere-
deti test, a levalt és megmarado test kinetikai energiajat, tovabba az ere-
deti, a hozzaadott és az egyesult test Kinetikai energiajat kell kiszamolni.
A rugalmatlan szétvalas esetén valtozik a kinetikai energia a levalt és a
megmarado testnel [12]. A tdmeg szétvalasat egy inganal mutattam be.

4. Folyamatosan valtoz6 tdmegii testek dinamikaja

Mar a XIX. szazadban tébb tudos foglalkozott a folyamatosan val-
tozé tomegli test dinamikajaval [13]-[16]. Kilén kiemelném 1.V,
Meshchersky eredményét, aki a valtozo tomegli pont mozgasat vizsgalja
[8]. Ennek alapjan szamos tanulmany jott 1étre [17]-[30]. A folytonosan
valtoz6 témegi merev testek szabad mozgasanak differencial-egyenletei
is kidolgozhatdk [31]. Mivel nem csak a test tomege, hanem a tehetetlen-
ségi nyomatéka is valtozik, az ellenerén kivil, egy ellennyomatékot is
azonosithatunk, amely a test szétvalasanal vagy egyesulésénél jelentke-
zik, ha a relativ sebesség és relativ szogsebesség nem nulla.

Ha a relativ sebesség és relativ szogsebesség nulla a mozgésegyen-
letek megfelelnek a valtozatlan tomegii test mozgasegyenleteinek [32]. Ha
a levalasztott test abszol(t sebessége és szogsebessége nulla, a mozgas-
mennyisége és perdilete a valtoz6 tdmeg és sebesség, valamint a test val-
toz0 tehetetlenségi nyomaték és szogsebesség, szorzata.

o 58  at
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3. abra

Valtozo6 témegii Jeffcott rotor modellje

A folyamatosan valtozo tOmegi és tehetetlenségi nyomatéku test
mozgasegyenlete felhasznalhat6 egy val6sagos miszaki probléma megol-
dasara, amikor a szalag feltekeredik a dobra (3. abra).

A folyamatosan valtozo tdmegii test mozgasara a Lagrange-féle
differencial-egyenletek levezethetok tobb modon (lasd pld. [11,[2],[4]).
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Az értekezésben Uj modon lettek levezetve és a valtozo tehetetlenségi
nyomaték is szamitasba lett véve. Kiszamitva a kinetikai energiat, a po-
tencialis energiat és az altalanos erét, amely figyelembe veszi az ellenerét
valamint az ellennyomatékot is, a test mozgasa a Lagrange-féle differen-
cial-egyenletek alapjan tanulmanyozhato [33],[34].

5. Valtozo tomegii testek rezgése

Az el6bbi tézis alapjan elkészithet6 a valtoz6 tomegii test rezgésé-
nek modellje. Gyakran nemlinearis er6k is hatnak. Ekkor a matematikai
modell nemlinearis, idében valtozd paraméteres differencial-egyenlet. A
rezgés vizsgalatara az egyenlet megoldasa szlikséges. A gyenge nemline-
aris egyenlet megoldasara tobb analitikus modszer is létezik [35]-[43].
Sajnos, nem alkalmazhatdk, ha az egyenletbdl hianyzik a linearis elem.
Az ilyen egyenletek megoldasa Uj mddszereket igényel. A modszer alkal-
mazhato, ha nemlineéris erék figyelembe vétele is engedélyezett. A nem-
linearis elem lehet egész és tort szam is. A modszer a konstans paraméteri
rendszer pontos vagy approximativ megoldasan alapszik. A megoldas
Ateb, trigonometrikus vagy Jacobi elliptikus fuggvény alaku [44]. A meg-
oldas a rezgés pontos periddusidejét, a legnagyobb amplit(dét és a rezgés
sebességét kozeliti meg [45]. Az eddigi tanulmanyokban a sebességet nem
vették figyelembe az approximativ megoldasnal, igy sokszor eltértek a
pontos értéktol. Az itt bemutatott megoldés egy perturbalt valtozata az al-
lando, valtozatlan paraméterii egyenlet megoldasanak, ahol a rezgés amp-
litudoja, a frekvencia és a fazis idében valtozo fliggvények. A modszer
kil6nb6z6 tipusl lengd rendszerek vizsgalatanal alkalmazhat6. Az anali-
tikus és a numerikus modszerrel meghatarozott eredmények 6sszehason-
lithatok. A numerikus eredmények meghatarozasara a jol ismert Runge-
Kutta modszer lett hasznalva. Az értekezésben kifejlesztett modszerrel
meghatarozott eredmények nem térnek el a numerikus modszerrel megal-
lapitasra kerllt adatoktdl.

Uj eredmények jottek létre az egy szabadsagfokd rezgé testnél,
ahol az elleneré befolyasolja a rezges amplitidojat és a lengésidot [46]-
[49].

A valtozo tomegli Van der Pol tipust lengd rendszer rezgése is
vizsgalat targya volt. Az a hatérerték lett meghatarozva, amely alatt zart-
kort mozgas torténik, és a rezgés valtozatlan, noha egy hatéarértékii amp-
litadoval rezeg. Ha a tdmeg valtozasa atlépi ezt a hatarértéket, a rezgés
id6ével megsziinik [50].
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Kutatdsaim Kiterjedtek a rotor rezgésére is, mivel a rezgés lizem
kdzben energia-veszteséget okoz, amelyet ki kellene kiiszébdlni. A val-
tozo6 tdmegi rotor két-, vagy egyfrekvencias rezgése volt a kutatas targya.
A tengely merevsége is hatassal van az ilyen rotor rezgésére [51]-[55].

Végul két egyenld, egyforman lassan valtozo tomegii nemlinearis
rugokkal Gsszekapcsolt lengdrendszer keriilt vizsgélatra. Ertekezésemben
sajat mddszeremet hasznaltam ennek a példanak megoldéséra.

deflection

4. &bra
Két test rezgése: analitikus megoldas A-t, és numerikus megoldas xn-t, yn-t

Az analitikus (A - t) a numerikus (xn - t) és (yn - t) megoldasokkal
lett hasonlitva. Amint lathatd a 4. dbran, nincs eltérés a numerikus és az
analitikus megoldéas kozott.

6. Osszefoglalas

Az értekezés az MTA doktori disszertaciom tartalmanak az atte-
kintése. Az értekezés a valtozo tomegli test mozgésaval foglalkozik. A
szakaszos és a folyamatos tomegvéaltozasra vonatkozik. A mozgas egyen-
letek felirdsa a klasszikus dinamikai torvények hasznalatat igényelték. A
valtozatlan tomegl test mozgasegyenletei modosultak. A test szétvalasa
vagy hozzéadasakor az Ujonnan keletkezett test sebessége és szogsebes-
sége ugras szerint valtozik. Az ) sebesség és szogsebesség analitikai
madszerrel is meghatarozhatd. A folyamatosan valtozé tomegl test moz-
gasara az ellenerd és az ellennyomaték hatnak, mivel a test tehetetlenségi
nyomatéka idében valtozik. Az értekezésben meg van adva a szabad test
mozgasara a Lagrange-féle differencial-egyenlet is. Tanulméanyaim ered-
ménye a lengd test nemlineéris rezgésének kiszamitasa. Uj modszerrel
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meghataroztuk a valtozo tomegii test rezgési amplitadojat és fazisat. Egy
és kétszabadsagfoku rezgések voltak a kutatas targya. Az analitikus és a
numerikus eredményeket hasonlitottuk dssze. Az eltérés, nyilvanval6an,
nem jelentds.
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