A hiperbolikus geometria alkalmazasa a relativisztikus
sebességek dsszeadasaban
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1. Bevezetés

frasunk elsd része a hiperbolikus sikon a Weierstrass-féle koordinatak felhasznalasaval
megkonstrualt kommutativ csoporttal foglalkozik. Ebbdl a struktarabdl egy paraméter
megvaltoztatasaval, majd izomorfizmussal és a linearis algebra eszkdzeivel az euklidészi
tér egy ¢ sugart nyilt gdmbjében kotott vektorok kommutativ csoportjat hatarozzuk meg (c
a fény vakuumbeli sebessége). Végiil a szamitastechnika eszkdzeivel vizualisan is dssze-
hasonlitjuk egy tetszélegesen kivalasztott, megengedett' sebességparon az altalunk kapott
Osszeadas ¢és az Einstein-féle sszeadas eredményeit.

Kevés esetben ismerjiik meg az eldre vive otletek valodi forrasat. Sokszor csak Deus ex
machina definiciokban jelennek meg. Ezzel ellentétben irasunk vezérfonala a kovetkezo:
a komplex szamok algebrailag rendezett paroknak, geometriailag a komplex szamsikban
pontoknak, de a pontok helyzetvektoraiként vektoroknak is tekinthet6k. Ha pontoknak
tekintjiik ezeket, akkor ponthalmaz feletti binér miiveletrdl és parhuzamosan ekvivalens
algebrai hattérrél van szo, ami egy Abel-csoportot alkot. Hasonloan jarhatunk el a hiper-
bolikus sikon is. Szasz Pal miivéb6l? néhany tételt axiomanak vagy definicidnak kiemelve
(ez sokszor elfogadott, ugyanakkor vitatott modszer is) a hiperbolikus sik pontjaihoz al-
gebrai hattérként azok Weierstrass-koordinatait, az egyenesekhez azok vonalkoordinatait
rendeljiik, és felhasznaljuk a tavolsagvonal egyenletét, valamint kivalasztunk egy rogzitett
pontot.

2. Abel-csoport a hiperbolikus sik ponthalmazan

Jeloljiik a hiperbolikus sik pontjait nagy betiikkel és definialjuk azokat Weierstrass-féle
koordinaikkal:
(1) X (x, x,, x) ahol x5 - —x* =1 ésx3> 0

I A megengedett sebesség a haromdimenzids euklidészi tér Oxyz koordinata rendszerének kozépponti helyzetii
¢ sugart nyilt gdmbjének origd kezddpontu barmelyik vektora
2 SzAsz Pal (1973): Bevezetés a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometriaba. Budapest, Akadémiai Kiado.



516 A MAGYAR TUDOMANY NAPJA A DELVIDEKEN

Az egyeneseket kis betiikkel jeloljiik és Weierstrass-féle koordinataival definialjuk.
2 2 2
() ufu, u, uj ahol u; —u, —uy; =1

Az X pont illeszkedését az u egyeneshez a kovetkezd definicio adja meg:
B Xeu < ux, +ux,~ux,=0

Az X pont és az u egyenes tavolsaga:
@dXu) =t ux, tux,—ux, =sht

Ebbdl kovetkezik, hogy az uful, u2, u3] alapegyenesi és ¢ tavolsagu tavolsagvonal egyen-
lete:

() upx, +ux,—ux, =sht

Egy kivalasztott pontot O-val jeldliink, és ez az egyszeriiség kedvéért ez az O(0, 0, 1) pont.
Ebben a modellben eljarasunk a kovetkezd. Adottak az O(0, 0, 1), A(a, a,, a,) és
B(b, b, b,) egymastol paronként kiilonb6z6 pontok. O rogzitett, 4 és B két tetszéleges pont.
Az O és az A pontok e(O, A) = ufu, u,, u,J egyenest hatirozzdk meg (3) valamint (2)
alapjan.

dOAFu)

A .C t(AV)
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[0,A,B Pe(0,A)=u[e(0,B)=v > t(A V) [ t(B,u) ¥ t(A,v) (B ,u)=C]

1. abra

A miivelet abraja

Forras: a szerz0 szerkesztése

0 az 0(0,0,1) kivalasztott pont,

* O, A, B paronként kiilonbdzé adott pontok,

e(0, A) az O és A pontokhoz illeszkedd egyenes,

* (B, u) az u alapegyenesii a B ponton athalado tavolsagvonal.
Definicio: 4 ® B =C

6)Aecu au, +au,—au,=0(Q3)
Ocu—u,=0(Q)
u —w —w =1(2) ufu, u, uj egyenes.

Az egyenletrendszer ekvivalens az
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(M au, +au,=0
2 2

u—u, =1

cg yenletrendszerrel, amelynek megoldésai
(8)u1=—a—2 .uzzL,u_O
VaZ+al > VaZ+aZ>™;

Hasonloan az O és a B pontok az e(O, B) = v/[v, v,, v,] egyenest hatirozzdk meg.

9) v = - by Cv, = by vy =0
O) "= s T e YT

A B pont és az u egyenes ¢ tavolsaga (4) alapjan d(B,u) =ub, + u,b, —u b, = sht azaz (8) —bol
kovetkezéen

a, by N a, b,

Va2 +al Val+ a2

tehat az u alapegyenesti B ponton athalado #(B, u) tavolsagvonal egyenlete (5)

(10) -

a,by . a;b,

U Xy + UpXy = —
(11) Vara Vasa 2202 ®)

ax a a, by a b,
x

- + Xy = - +
12 Vo a " Vara Tara Jara

rendezve
(13) - ax, tax,=- a2b1 + albz

Analdég médon a (4, v) tavolsagvonal egyenlete
(14)-bx, +bx,=—ab, +apb,

A két tavolsagvonal egyenletébdl allo egyenletrendszer megoldasa a C metszéspont:
(15)—ax, +ax,=—ab, +ab,
o ble + blxz = aZb] * aZbl
azazx,=a,+ b ésx,=a,+b,
C(a,+ b, a,+ b, x,) (1) ebbdl kovetkezéen a C metszéspont koordinatai:
(16) C(ay + by,a + by Y1+ (ag + by)2+ (ay + b,)?)

Ezutan algebrailag is definialhatunk egy @ binér miiveletet a hiperbolikus sik pontjai felett.
(17) A(a,a,,a)
B(b, b, b,)
A®B=C

Clay + by,ay + by 1+ (ag + by)2 + (a, + by)?)

Konnyen belathato, hogy a linearis algebrai vektordsszeadashoz hasonléan ez az algebrai
struktira is egy kommutativ csoport, amelyben a neutrélis elem O(0, 0, 1) és az X(x, x,, x,)
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srr

madik koordinatak nem szerepelnek.

3. Altalanositas

A hiperbolikus sik forgashiperboloid modelljében a pontokat X(x, x,, x,) modon adjuk meg,
ahol x?—x—x’=c*ésazx,>c. Ha Y(y, y, vy, egy masik pont, akkor az

(18) X ®Y = (x1+ y,xa+ ¥,V + (x1 + y1)2 + (x, + 32)?) miivelettel ponthalmaz feletti kommutativ
csoportot definidlunk O (0,0,c) neutrélis elemmel és —X: (—x, —x,x) ellentett elemmel, amit
(H, ®, 0) rendezett harmassal jeloliink. A hiperboloid modell és a Cayley—Klein-modell (CK)
izomorfigja alapjan ez a struktura atvihet6 egy ¢ sugar nyilt kérlemezre.

A

CK

<

>

2. dbra
A modellek abraja

Forras: a szerz0 szerkesztése

A forgas hiperboloid az Oxyz derékszdgi, jobb sodrasu euklidészi koordinata-rendszerben
az?—)?—x? = ¢? egyenlettel és a z > 0 feltétellel adott feliilet.

A Cayley—Klein-modell (CK) egy ¢ sugaru, az Oxy sikkal parhuzamos, nyilt korlemez,
amely kozéppontjaval a forgashiperboloidot annak O (0,0,c) csticsaban érinti. Az izomorfiat
eredményez0 bijektiv leképezés a két modell kdzott pedig az a vetités, amelynek sugarai
athaladnak az Oxyz origdjan (2. abra). A CK-modellrdl a hiperboloid feliiletre torténd veti-
tést gamma-, az inverz bijekcidt pedig deltavetitésnek nevezziik.
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4. Pont vetitése a CK-modellrol a hiperboloidra (gammavetités)

A CK-korlemezen levé A(a, a,, c¢) pont Oxyz-beli helyzetvektorat y skalarral szorozzuk gy,
hogy a (ya, ya, yc) vektor végpontja a hiperboloidon legyen, tehat (1) alapjan
y2c? - y2al - ylad = 2

Ha felhasznaljuk az a} + a3 = lal? jelolést, ami az a(a,a,) kétdimenzios vektor intenzitasanak
négyzete, akkor

1
19) " 7\/1_—%? az a vektor Lorentz-faktora, tehat az A(a, a,, c) pont vetiilete kifejezhetd
ay a skalarral val6 szorzéssal, ahol a harmadik koordinata (1) alapjan az els kett6tdl fiigg.
Ez a projekci6 a gammavetités.

5. Pont vetitése a hiperboloidrdl a CK-korlemezre (deltavetités)

A hiperboloid modell X (x, x,, x,) pontjat vetitjiik a CK-korlemezre az X pont Oxyz-beli
helyzetvektoranak & skalérral torténd szorzasaval Ggy, hogy 8(x,, x,, x,) = (6x,, 6x,, dx,)vek-
tor vegpont]a a CK- korlemezen legyen mint képpont, azaz ox, = c. Ebbol kovetkezﬂ( hogy

6= — tehat a képpontot a (— —2,¢) koordinatak hatarozzak meg. Az els6 két koordinata
X3

(& cx1 cxz

- 22) = Z(x1,x,) a CK-n 1évé képpont helyzetvektorat adja, ahol x = (x, x,). A gam-
mavetlteshez hasonloan a deltavetitésnél is egy

(20) " \/ 1+ "C‘—Z'z funkcional lesz. Tehat az X(x, x,, x,) pont delta elnevezésii vetitéssel a CK-
korlemez vektoranak végpontjaba keriil.

6. A (H, @, 0) izomorfiaja a CK feletti Abel-csoporttal

Az A és B a CK-modell két pontja, amelyek helyzetvektorai ebben a modellben rendre a és b.
A gammavetitéssel és p(4) = P és y(B)=0. A hiperboloid modellben P ® Q = R. A delta-
vetitéssel 0 (R) =C, amely pont CK-beli helyzetvektora c.

Definicié: a + b = c (3. abra).

CK modell—— —— hiperboloid modell

definicio
[a HAH—-[P
| N iy el
)\

—

3. abra
A két modell izomorfidja

Forras: a szerzd szerkesztése
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Ennek alapjan két tetszbleges, origo kezddpontu u és v CK-beli vektort gammavetitéssel
7, €s y,v szintén origd kezddpont(, irdnyitott egyenesszakaszra vetitjiik, €s a hiperboloi-
don definialt 6sszegiiket

(21) L(u, v) = y u + y v linedris kombinacioval jelljiik. A 3. dbra alapjan az vektort, vég-
pontjat a deltavetitéssel

(22) H(u, v) =98, s V) vektorra (végpontjara) vetitjiik, ami a 3. abra alapjan izomorfiaval
a hiperboloidrél leképezi az Abel-csoportot a CK-modellre.

Ugyanezt a definiciot alkalmazhatjuk a ¢ sugara nyilt gomb kdzépponti kezddponta u és v
kotott vektorok dsszeadasara is. Ha az u és v Einstein-0sszegét E(u, v)-vel jeloljiik, akkor

1 1 %
{u+ —V+ —(uv)u}
y“

Eluv) = 21+ yy

1
(23) 1+ kifejezést kapjuk. Ezek utan a szamitastechnika
segitségével abrazolhatjuk az egyszeriiség kedvéért az xy sikbdl tetszélegesen valasztott u

¢és v megengedett sebességeket, kiillonbozo E(u, v), E(v, u) és H(u, v)0sszegeiket.

E(V,u)

E(u,V)

4. dbra
Az u és v vektorok és dsszegeik méretaranyos abrdja

Forras: a szerz0 szerkesztése

1. tablazat
A 4. abran lévé vektorok intenzitasa és hajlasszoge

r(r-c) .a[o], L
(az x-hez viszonyitva pozitiv)
u 0,72 12°
v 0,82 56°
E (u,v) 0,96 29°
E () 0,96 44°
H (u,v) 0,92 38°

Forras: a szerz0 szerkesztése
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7. Osszegzés

A hiperbolikus geometria alkalmazdsa a relativisztikus sebességek osszeadasaban cimi
iras el6szor definial (megszerkeszt) egy kommutativ csoportot a hiperbolikus sik kotott (O
kezddpont) vektorainak halmazan. Mivel a hiperbolikus sik hiperboloid modellje izomorf
a Cayley-Klein (CK) kor modellel, ez lehetévé teszi a CK-modellen is a kotott vektorok kom-
mutativ csoportjanak definialasat. Barmely két kiilonbozo kotott vektort a CK-modellbol
felvetitiink a hiperboloid modellre, ott 6sszeadjuk a hiperbolikus modell csoportmiivelete
szabalyai szerint, majd az ered6t visszavetitjiik a CK-modellre. Ezutan definialjuk a CK-
modell két kiinduld vektoranak ereddjét, mint a visszavetitett vektort. Az igy definialt struk-
tara a CK-modellen szintén kommutativ csoport. A két modell kozotti bijektiv leképezés
alapjan izomorf csoportok. A kdrmodell csoportstrukturaja a linearis algebra ismert eszko-
zeivel konnyen atalakithato az euklidészi tér egy c sugart nyilt gomb bels6 strukturajava.
Az irasban szerepld vektordsszeadas is az operandus vektorok linearis kombinacidja, és az
Einstein-0sszeg is az, ezért mivel az Einstein-féle 6sszeadas nem kommutativ, mindharom
eredd ugyanabban a sikban helyezkedik el. A végén egy tetszéleges operandus paron gra-
fikusan is abrazoljuk a kiilonb6z6 eredményeket.
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