Dr. Cvetityanin Livia®

Valtozo tomegu test dinamikaja
Bevezetés

Az idében valtoz6 paraméteres rezgésék meghatarozasaval sok
tudos foglalkozott (1asd pld. Meshchersky’, Bessonov?, Cveticanin®®). A
valtozd paraméteres rezgésék differencialis egyenlet megoldasa legin-
kabb a valtozatlan paraméteres rezgésen alapszik. Ha a linearis valtozat-
lan paraméteres rezgésnél, pontos analitikai megoldas felirhatd és ha a
paraméter valtozas lassu, akkor az idében valtozé paraméteres rezgések
differencialis egyenlet megoldasa szinte nem tér el a pontos rezgéstol. Ez
a tézis felhasznalhat6 a nemlinearis rezgéseknél is.

Az idében valtozo paraméteres rezgések egyenlete

X+ @ (D)X = ef (z,%,X), (1)

ahol aeQ, ={(mn)>0:meZ,neZn=0}, Z egész szam,
w(r) idében valtozo paraméter, r=et lasst id0, ¢ kis paraméter, ¢f nemli-
nearis fliiggvény. A nemlinearis tag lehet egész vagy nem egész foku.

A megfelel valtozatlan paraméteres egyenlet (e=0)

X+ (0)xX"" =0, )

ahol we*=w?*(0)=const. A kezd6 értékek
X(0)=x0, X%(0)=0. ©)

A bevezetd rész utan, a cikk masodik részében a (2) egyenlet
pontos megolddsa van megadva. A valtozd paraméteres egyenlet (1)
megoldéasaval foglalkozik a harmadik rész. A megoldas mint Ateb fiigg-
vény van bevezetve, ahol a rezgés amplitado6 és a periddus idében val-
toznak. A negyedik részben egy valtozo tomegi test rezgése kertil Ki-

* Dr. Cvetityanin Livia, egyetemi rendes fandr, Ujvidéki Egyetem, Miiszaki Tudomd-
nyok Kara, Ujvidék
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vizsgalasra. Az 1j analitikai megoldéas, a numerikai megoldassal keriilt
Osszehasonlitasra. Az 6todik részben két numerikus példa lett megoldva.

Analitikai pontos megoldds

Amint Cveticanin ¢és Poga’my5 munkdjaban kimutatasra keriilt, a
differencialis egyenlet pontos megoldasa

X(t) = %, ~ca[oz,1,|w°|—0[Jrl

% xg“—”’zt} teNR, (4)

vagyis

va+1
Ha +|a)0| o Xéafl)/zt 1 (5)

X(t) = X, -sa(l, a, 5 NG

ahol sa és ca a sinus és cosinus Ateb fiiggvények®. Az Ateb fiiggvények
a B(p,q) Beta specialis fliggvény inverz értéke. A sinus and cosinus Ateb

fiiggvények a kovetkezd két differencidlis egyenlet megoldéasa (lasd
Senik’)

v—u® =0, u+iv=0, (6)
a+l
vagyis
v(s) =sa(l, «,s), u(s)=ca(a.ls), (7)
ahol
m, = B( ! ,3]. (8)
a+l) 2
A kovetkezo felirhato:
—sa(l,a,—s)
_ 1
saLa,s) = +ca(a,1,51'[a £5s) ©)

tsalle,I1, £59) ’
Fsa(l,,2I1, F5)
ahol sa(a,1,s) paros 2I1, fliggvény, s € R. Azon kiviil

sa%(1,a0,5)+ca*"(0,1,5)=1, (10)

ahol a ca(1,0,5) cosinus Ateb 2I1,-paros fiiggvény:
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ca(a,1,-9)
sa(l,a,%l‘[a +5)
—ca(a,LIT, £5) '
ca(a,1,2[1, F5)

ca(a,1,8) = (11)

Mivel

ica(oz,l, S) = —Lsa(l, a,s), isa(l, a,8)=ca”(aL,9),
ds a+1 ds

(12)
a (4) fliggvény a kovetkez6 formaba felirhato
V20! w,Na+1

X =—~—2 x{"V'2sq(1, , L x{* D2ty (13)

Na+1 V2

ahol a maximum

2
Ko =22 i (14)
a+1

Megoldas Ateb fiiggvény hasznadlataval

Felhasznalva a (4) és (12), az (1) differencialis egyenlet proba
megoldésa

x=A(t)-ca(a,1,w(t)), (14)
€s

. __O)(T)\/E (a+1)/2

K=-—T [AD]“?"sa(t, .y (1)), (15)
ahol

50 = o) 2 [AO1 Y +00),

és A=A(), w = y(t), 0 =0(t) and w = w(zr). Meghatarozva a (14) elso
kivonatat
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X:—w@)Ef;ﬂAﬂﬂmmeﬂﬂLwa»+Aﬂ)cda&wﬂ»

a+1
¢és hasonlitva a (15), lathaté hogy egyformak ha
Aca(a,1,y) -ﬁsa(l,a,t//) =0. (16)
a+1
Behelyettesitve X és x fliggvényeket az (1) egyenletbe, kovetkezik

. : (1-a)/2
Asa(l, a,w) + ﬁca“ (alw) = —1/ 2_4A : a7
a+1 a+l 0]

Kisebb transzformaciok utan, a kovetkezd két differencialis
egyenletet kaptam

) (L-a)/2 . (1-a)/2
Ao V2R ), A=A i)
ova+1 a)\/i
(18,19)

A (18) és (19) egyenletek megfelelnek a (1) masodrendi diffe-
rencialis egyenletnek, ahol az Uj valtozok A és 6. Megoldani ezeket a
differencialis egyenleteket nem is konnyii. Mivel ca és sa T-periodikus
fiiggvények (f(t+T)=f(t)) és

T+y

[f(5)f/(s)ds=0, B>0, ye,

ahol f(s)=ca(a,1,s) és T=2I1,. Felhasznalva az elobbi egyenletet, kovet-
kezik:

. A(l—a) /2 211,
A=-— [dfsa(L o, p)dy,

ol \2(x+1) 1
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és

. \/—A(l a)/2 2,
AG=— gea(al,w)dy,
211 a)\/_ }[

ahol (14sd Drogomirecka®)
211,
s (n,m,p)ca’ (m,n,p)dy = %(1+ (=1)° + (=1)°
0

p+1 q+1j
n+1 m+1

(20)
+(-1) p*q)B(
és

pqe{T rez,l=2k- 1keN}

4. Rezgés amplitudo és a fazis szamitasa

Test, melynek tomege valtozik és a reaktiv erd hat, rezgésének
egyenlete

m(z)% + kx|x|“* = -¢ dr;‘(f) X,

T
dm(z)
T
valtozasat okozza. Az egyenlet felirhato mint

ahol m(t) idében valtozo tomeg, és X a reaktiv erd, mely a tomeg

e dm(z)

m(z) dr % (21)

X+ o’ (r)x|x|0‘7l =

ahol w*(t)=k/m(z).
Felhasznalva a (18) és (19) egyenleteket, a (21) egyenlet ) for-
maja

2 &A dm(z)

A =- sa?(1,a,v),
a+1m(z) dr (22.23)
AG = __&4_ dm(z) sa(l,a,y)ca(a,1,y).
m(z) dz

Szamitas utan, a differencialis egyenletek
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1 ed dm(r) 1 7
“Tarim() dr T, lsaz(l'a"”)dw

2 &d dm(r) 1 3(3 Lj

Ta+lm(z) dr 11, \2 a+1
: ed dm(zr) 1
Al =- sa(l,a,w)dyca(e,l,w)dy =0.
o dr 70 ! (L a,y)dyca(a,1,y)dy
(24,25)

A (25) egyenlet megoldasa 6=6(0)=const. A (24) differencialis egyenlet
megossza a valtozokat

A__pdm (26)

ahol a P constans

(27)

a+1'2
Behelyettesitve a kezdo értékeket x(0)=xo €s m(0)=mo, a (26) dif-
ferencialis egyenlet megoldasa

A=x, (ﬂf (28)

m

A rezgés amplitido novekszik, a tomeg pedig csokken; és fordit-

va. A rezgés amplitudo valtozik a nemlinedris tag valtozasaval: a linearis
1/4

_a+1B( 1 1j=3+a'

rezgd testnél az amplitido valtozasa Xo(mo/m)™" (az eredményt felmutat-
ta Bessonov?, is) a nagyobb foka nemlinearitasnal (0—o0) az amplitado
constans, vagyis, A~Xo.

A maximalis rezgés sebessége

a+2

_ 600\/5 X(a+l)/2(%ja+3 (29)

- 0
a+l m

max A

illetve,
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Xmax A = Viax (_j J (30)

ahol vinax a constans tomeg rezgés sebessége. A maximalis rezgés sebes-
ség novekszik, ha a tomeg id6vel csokken, illetve, forditva. A rezgés
sebessége fligg a nemlinearitds fokatol is: a linearis rezgésnél

Vmax(mo/m)3/4 ¢és ha a—o0 a rezgés sebessége Vmax (Mo/m)!.

A Duffing-tipust rezgésnél, felhasznalva (28) és (29) egyenlete-
ket, az amplitado és maximalis rezgés sebessége

1/6
mO

5/6
v X o = Virax (—j : (31)
Végiil, két numerikus példa van megoldva.

Példak

1. A Duffing-tipust valtozo tomegi test nemlinedris rezgése

%(mX) +x% =0, (32)

ahol a kezdd értekek x(0)=xo=1 és x(0)=0, és a tomeg valtozdsa
m=(1+0.1t). Runge-Kutta médszerrel meghatarozzuk a numerikus érté-

keket és az x-t és x—t fliggvényt felrajzoljuk (1. abra). Az analitikai
megoldas Ateb fliggvény és az amplitado és a sebesség fiiggvénye (31)

A= (1+0.1t) 0% %, = % (1+0.1t)©8%3% (33)

Amax

Az 1.a) abran a numerikailag meghatarozott x-t és analitikailag kiszami-
tott A-t, illetve, a numerikus X—t ¢és analitikus X, . —t fliggvények

vannak felrajzolva (1.b abra). Az amplitud6 és maximalis sebesség gor-
bék (33) megfelelnek a numerikus megoldasnak. Az eltérés minimalis.
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1. abra
Duffing-tipusii tomeg valtozo test rezgése: a) x-t (vékony vonal) és A-t (vastag
vonal); b) X—t (vékony vonal) és X, -t (vastag vonal).

2. Felirjuk a masodfoku valtozé tomeg
m=(1+0.1t)?,

rezgését

Lm0+ X =0, (34)

ahol a kezdd értékek x(0)=xo=1 és X(0) =0. Runge-Kutta modszer a

numerikus x-t és Xx—t eredményt felmutassa. Analitikus modszerrel
meghatarozott amplitado (28) és maximalis rezgés sebesség (29):

A=(1+0.11)7%"° % %(1+ 0.1t) 7'°. (35)

SN
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Masodfoki valtozo tomeg rezgése: a) x-t (vékony vonal) és A-t (vastag vonal);
b) X—t (vékony vonal) és X, -t (vastag vonal)

A 2.a) abran a numerikus x-t és analitikus A-t, illetve a 2.b) abra, a nu-
merikus X—t és X, —t gorbéket abrazolja. Az analitikai és a
numerikai értékek d6sszhangban vannak.

Osszegzés

A kozlemény egy 1) mddszert mutat be a valtoz6d tdmegll test
rezgésének vizsgalatara. A rezgést a tOmegvaltozasbol eredd erdk és a
kiilonboz6 nemlinearis erék okozzak. A rezgés matematikai modellje
nemlinearis idében valtozd paraméteres masodrendt differencialis
egyenlet. A nemlinearis tag lehet egész, de nem egészfok is. A modszer
a konstans paraméter(i rendszer pontos vagy approximativ megoldasan
alapszik. A megoldas Ateb fliggvény alaku. A megoldas a pontos rezgési
periddust, legnagyobb rezgés amplitudot és rezgés sebességét kozeliti
meg. Az eddigi tanulmanyokban, a sebesség nem volt szamitasba véve
az approximativ megoldasnal és sokszor eltért a pontos nagysagtol. Az
itt bemutatott megoldas egy perturbalt valtozata az allandd valtozatlan
paraméteri egyenlet megoldasanak, ahol a rezgés amplitddo, rezgés
frekvencia és a fazis idében valtozo fiiggvények. A modszer kiilonb6z6
tipusu rezgd test mozgasanak meghatarozasara alkalmazhat6. Az analiti-
kus moédszerrel meghatarozott eredmények a numerikaival vannak 6sz-
szehasonlitva. A jol ismert Runge-Kutta modszert hasznaltam a numeri-
kus eredmények meghatdrozasara. Az analitikus mddszerrel kiszamitott
eredmények nem térnek el a numerikus modszerrel szamitott adatoktol.
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Vibration of the mass variable body
Resume

In this paper a new method for solving of the vibrations of the mass variable
body is presented. The vibrations are caused by the reactive and nonlinear forces. The
mathematical model of the system is a second order differential equation with time
variable parameters. The nonlinearity of the system may be of integer but noninteger
order, too. The suggested method is based on the solution of the corresponding differ-
ential equation with constant parameters. The solution is assumed in the form of an
Ateb function. The approximate analytic solution has the time variable amplitude,
phase and frequency. The solving procedure is applied for determination of the vibra-
tions of a mass variable body. Two numerical examples are solved: one with the
nonlinearity of cubic type and linear mass variation, and the second with the nonlinear-
ity of noninteger order and quadratic mass variation. The obtained approximate solu-
tions are compared with numerical ones. The good agreement between the solutions is
evident.
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