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A fokomponens-elemzés alkalmazasa a kémiaban
1. Bevezetés

A fékomponens-elemzés (Principial Component Analysis, PCA)
a molekulaszerkezet - hatas - kvantitativ kutatasdnak (Quantitative
Structure Activity Relationships - QSAR) az egyik alapmodszere.! A
PCA olyan matematikai eljaras, melynek alapveto célja az adatmatrix D
rendiiségének csokkentése (az adatmatrix valtozoinak csokkentése).'

J

1. dbra
A fékomponens elemzés alkalmazasa a D adatmatrixon

A fékomponens-elemzés alkalmazasakor a megfigyelt / objektu-
mok (molekulak, kiilonb6z6 mintak, stb, a D matrix sorai) a J dimenzids
vektortérbdl (a D matrix oszlopainak a szama, tulajdonképpen az [ ob-
jektumok megfigyelt tulajdonsagaik) a P fokomponens matrixszal (veti-
tési matrix, fOlkomponens-egyiitthatok matrixa, loading) egy alacso-
nyabb dimenzidju (a, a<J, a a ,lényeges” flkomponensek szdma) vek-
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tortérbe, a fokomponens-térbe, (GK matrixba) vetitddnek at. A GK mat-
rixot 4ltalaban fékomponens-érték matrixnak nevezik (score)."*

2. A kovarianciamatrix sajatértéke és sajatvektor - a kovarianciamatrix
diagonizalasa

Ismeretes, hogy a négyzetes és szimmetrikus matrixok ortogona-
lisan diagonizalhatoék. Mivel a D adatmatrix nem szimmetrikus (altala-
ban [ # J), azt eldszor szimmetrikussa kell tenni. Viszont a D adatmatrix
kovarianciamatrixa C négyzetes és szimmetrikus matrix, ahol a D' mat-
rix a D adatmatrix transzponalt alakjat jeloli:

c=D'D (1),

A D'D kovarianciamatrix ortogonalis diagonalizacidjat a kovet-
kezd matrixegyenlettel dbrazolhato:

D'D=PAP" (2).

A fels6é matrixegyenletben P jeloli a D'D kovarianciamatrix or-
tonormalt sajatvektorainak (eigenvectors) matrixat (a sajatvektorok a P
matrix oszlopvektorai), mig a A a D'D matrix sajatértékeinek A (eigen-
values) a diagonalis (4tlos) matrixa. Ha a D'D kovarianciamatrix nem
elfajult (reguléris, nem szingularis), akkor J darab sajatvektora, illetve
sajatértéke van, igy a P és A matrixok J rendii négyzetes matrixok. Ab-
ban az esetben, ha a D'D kovarianciamatrix szingularis (a D'D matrix
determinansa nulla),  rangll matrix €s » szamu sajatértéke, illetve sajat-
vektora van. A f6komponens-elemzés elméletében a P matrix, tehat a
D'D sajatvektorainak a matrixa, a fékomponens-vektorok p matrixa. A
fokomponens-vektorok p a P matrix oszlopvektorai a J vagy » dimenzids
vektortérben. Helytallo a P matrixnak a fékomponens-egyiitthatok mat-
rixanak az elnevezése is, mivel a fékomponens-vektorok koordinatasorai
(koordinataegyiitthat6i) meghatarozzak a p vektorok helyzetét (irdnyat) a
vizsgalt objektumok tulajdonsagainak vektorterében. A p vektorok valo-
jéban egységvektorok, amelyek egymasra merdlegesek és iranyuk meg-
hatarozza a fokomponens-tengelyt.'
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A D'D kovarianciamatrix ortogonalis diagonalizaciéjaként ka-
pott P matrix utan kovetkezik a fokomponens-érték matrix meghataroza-
sa:

gk[m] = D[IxJ]p[Jxl] 3).

A 3. egyenlet szerint, minden p vektor az / objektumokat a D
adatmatrix J dimenziés vektorterébdl az altala (p) meghatarozott féten-
gelyre vetiti (amely kolinearis a p egységvektorral, és mindegyik fOten-
gely merbleges minden mas fotengellyel). Tehat, a fékomponens-érték
vektorok gk az I objektumok koordinatai a p altal meghatarozott féten-
gelyen. A fokomponens-érték vektorok ortogondlisak, de nem egység-
vektorok, hanem értékiik egyenld a veliik komplementer sajatérték négy-
zetgydkével (2 4bra).'”

A
4

fékomponens
-tengely

fokomponens

P -tengely
1= 1 }'11/2
Dy o
' y
Px
)

2. dbra

A fékomponens-vektor p, egységvektor az x,y,z valtozok (a megfigyelt objektu-
mok tulajdonsdgaik) terében, azaz a jelen példiban az R’ vektortérben. A p,
koordindtai meghatdrozzak a fétengely irdnydt, amelyre vetitédnek az R’ térbél

“gk; gk; = Dp; Dp; = (Dp,)" Dp; =p;"D'Dp,
D Dp=7p
PiTDTDPj = PzT Api=4Pip
TRT T 12
p:'DDp; =p;" % pi=1: p; P (p; pi = 0) — gk, gki =4 — || gki|= 4"
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a tanulmanyozott objektumok. Az I objektumok fotengelybéli értékei meghata-
rozzak a fokomponens-érték vektort gk,

A fékomponens-érték matrixot GK a 3-as kifejezés értelmében a
kovetkezO matrixegyenlet hatdrozza meg:

GK=DP (4).

A fokomponens-térben az I objektumok értékei alapjan a kovet-
kez6 kovarianciamatrixot lehet definialni (fékomponensek kovariancia-

ja):

c-—L GK'GK (5).

Ha az 5-0s kifejezésben a GK helyett a 4-es matrixegyenlet sze-
rinti DP helyettesitjiik, majd figyelembe vessziik a 2-es kifejezést, akkor
a kovarianciamatrixra a kovetkez6t kapjuk:

ﬁGKTGK = ﬁ(DP)TDP —P'D'DP=__PTPAP'P - Ll A

(6).

A 6-o0s kifejezés értelmében a fokomponensek kovarianciamatri-
xaban az atlés elemek a fékomponensérték-vektorok, mint az I objektu-
mok fékomponens-valtozoinak a szorasnégyzetei s*(gk;), mig a nem
atlos elemek nullaval egyenlék:'

s%(gk,) 0 A 0

1
s*(gk,) =: A

0 sz(gkj)_ 0 A,

“Mivel a P ortonormélt matrix, ezért P =P, azaz P"'P = PP = I; I pedig az egység-
matrix.
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Bebizonyitottak, hogy a s*(gk;) szérasnégyzetek az eredeti adat-
matrix valtozoinak (a D matrix oszlopainak) a szordsnégyzeteibdl ered-
nek.! A D'D kovarianciamétrix kifejezheté a fékomponens-vektorok p
sajatértékeikkel sulyzott dijadikus szorzatuk osszegével (a D'D kovari-
ancia-méatrix spektralis felbontasa, 3 abra):'*

D'D=App/ +A4p,p; +--App; -+ A4p,p; (D).

Mivel a sajatértékek koziil a 4,-nek van a legnagyobb értéke, a 7-
es spektralis felbontasban az els6é dijadikus szorzat ad magyarazatot a
legnagyobb mértékben az adatmatrix kovarianciamatrixara. Ezek szerint
az eredeti adatok variancidjabol legtobbet az els¢ fokomponens magya-
raz.

pJT

DD

= .
1| P rész

3. abra
A D'D adatmatrix spektralis felbontdsa Falco mdtrixszorzdsi sémdja szerint

A fékomponens-érték matrixban GK a fékomponensérték-
vektorok gk (oszlopvektorok) ugy sorakoznak, hogy balrdl jobbra halad-
va csokken az altaluk megmagyarazott D'D métrix varianciajanak a ha-
nyada. fgy az els6 fékomponens-érték vektor gk; feldleli a D'D matrix
variancidjanak a legnagyobb részét, mig a masodik fékomponens-érték
vektor gk, mutatja a D'D matrix varianciajanak azt a részét, amelyet az
els6 fékomponens-vektor nem utal. A harmadik fékomponens-érték vek-
tor gks pedig a D'D matrix azon varianciajat mutatja, amelyet az elsd
kettd fokomponens-érték vektor nem utalt, stb. Wold szerint azok a
fokomponensérték-vektorok amelyek sajatértékei alacsonyak, elhagyha-
tok a GK matrixbol, mivel ezek a fokomponens-érték vektorok az eredeti
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adatmatrixban azt a szordst mutatjak, amely a zajbol vagy mérési hibabol
szarmazik:'*

D= gklplT + gkzpzT + gk3p3T + E = Drész1 + Drészz + Drgsz + E (8)
A 8-as kifejezésben az E a hibamatrix, amely tulajdonképpen az

elhagyott kis sajatértékli fokomponens-érték vektorokban foglaltatott (4.
abra).

4. abra
A Wold elmélet Falco-féle matrix sémdja

3. Alakfelismerés (pattern recognition) a fokomponens-érték vektorok
terében

A két- (gki-gks) vagy harom dimenziods (gk;-gk,-gks) fékompo-
nens-értek vektortérben a hasonld tulajdonsagi molekuldk (mintak) cso-
portokat alkotnak, igy példaul a homolog vegyiiletek linearis kongeneri-
kus csoportokat.'” Pdsa és tarsai vizsgaltak a homérséklet hatasat az
epesavak retencios kapacitasara reverz fazisi nagyhatékonysagu folya-
dek kromatografidban (reverse phase high performance liquid chroma-
tography RPHPLC). A kisérlet célja az volt, hogy kivizsgdljak vajon a
hémérsékletvaltozas a kromatografidban hordoz-e olyan tdbblet infor-
maciot, amely specifikus az epesavak szerkezetére, kiilonosen a
szteroidvazat illetden, ami fOkomponens-elemzéssel leellendrizhetd. A
kisérletben az adatmatrix D a kovetkezd volt: az epesav molekulak kép-
viselték az objektumokat (a matrix sorai), mig a kiilonbdz6é hémérséklet
értékekhez tartozo retencids kapacitasok reprezentaltdk a matrix oszlopa-
it (4. dbra). A D adatmatrix kovarianciamatrixa hatdrozta meg a f0kom-
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ponenseket. Az elsd két fékomponens az eredeti adatmatrix D variancia-
janak a 99%-ra adott magyarazatot.’

. . 20 25 30 35 40 45

bile acids =]

1 L 29.32 2525 2073 16.86 14.18 11.53
2 D 15.09 13.28 10.87 9.34 7.71 6.43
3 CcD 12.83 10.87 8.88 7.45 6.33 527
4 C 6.02 5.21 434 3.69 3.19 274
5 D 3.24 274 2.36 205 1.78 1.50
6 HD 422 3.49 2.96 283 2.51 2.03
7 HC 392 3.40 283 241 207 1.77
8 G-CD 11.41 10.23 8.63 7.23 591 5.00
9 T-D 13.67 11.67 9.54 8.05 6.84 579
10 G-C 558 483 404 346 298 2 56
11 G-D 14.54 12.15 1011 8.53 7.24 6.13
12 T-L 2743 2237 18.43 1538 12.91 10.8
13 T-CD 11.53 9.52 7.97 6.73 572 471
14 G-C 28.69 23.23 1917 16.05 13.45 109
15 12-0xC 241 2.08 1.82 1.77 1.54 1.33
16 7-0xC 2.18 1.89 1.66 1.62 1.43 1.23
17 7,12-d0xC 0.50 0.47 0.44 0.42 0.39 0.36
18 3,7-dOxC 0.56 0.51 046 045 041 0.35
19 3,12-d0xC 0.50 0.47 0.43 0.42 0.39 0.34
20 3,7,12-t0OxC 0.40 0.35 0.33 0.32 0.28 0.25
21 12-0xD 591 503 435 423 365 313
22 3,12-dOxD 3.22 2.81 2.47 242 213 1.85
23 7-0xCD 472 402 3.51 3.40 293 253
24 3,7-dOxCD 273 238 212 206 183 1.59
25 6-OxHD 475 3.95 3.38 3.23 273 2.32

4. abra

Az RPHPLC-beli kisérletben hasznalt adatmatrix (Posa, M., Pilipovi¢, A.,
Lali¢, M., Popovic, J. Talanta doi: 10.1016/j.talanta.2010.11.050 (in press))

Az elsO két fokomponensérték-vektor sikjaban (5. ébra) az epe-
savak harom csoportot képeznek. Az elsd csoportra jellemzd, hogy az
epesav molekuldk szteroidrendszeriikben csak egy hidroxid csoportot
tartalmaznak (C3-as OH), mig a mésodik csoportban kettdt (C3-as OH,
C7-es vagy a Cl12-es OH). A harmadik csoportba olyan epesav moleku-
lak tartoznak, melyek szteroidvaza oxo csoportot is tartalmaz, vagy az
oxo csoporttal azonos térbeli helyzetli hidroxid csoportot (6. dbra). A
harom hidroxid csoportot tartalmaz6 epesavak a Cook-féle tavolsagaik
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alapjan nem tartoznak egyik csoportba sem, hanem kiilonallo szigetet
alkotnak.’
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5. abra

Az elsd ket fokomponens-érték vektor sikjaban térténd csoportosuldsok (Posa,
M., Pilipovi¢, A., Lali¢, M., Popovi¢, J. Talanta doi:
doi. 1016/j.talanta.2010.11.050 (in press))

Blao

®) ﬁ(a)é. S (©

A
6. dbra
Az 5-0s dbra epesav molekulak 111 csoportianak a szteroidvazuk kozos sajatos-
saga Newman-projekcioban abradzolva (Posa, M., Pilipovic, A., Lali¢, M.,
Popovic, J. Talanta doi: 10.1016/j.talanta.2010.11.050 (in press))
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4. Az adatmatrix D valtozoinak (az objektumok tulajdonsdgainak) korre-
ldacioja a fokomponens-vektorok (fokomponens-egyiitthatok) alapjan

Mivel a fékomponens-vektorok p egyiitthatoi az eredeti vektor-
térben értelmezett koordinataértékek, ezért ha az elsd két fokomponens-
vektort egymas fiiggvényében abrdzoljuk, akkor az igy kapott sikban
minden eredeti tulajdonsidgnak (a D matrix oszlopvaltozdjanak — tulaj-
donsagvektoranak) egy radiuszvektor felel meg. A radiuszvektorok egy-
massal bezart szogeinek koszinusza ardnyos a radiuszvektorokat repre-
zentalo valtozok kozotti korreldcioval. Minél kisebb a két helyvektor
altal bezart sz6g, annal nagyobb a vektorokhoz rendelt tulajdonsagok
kozotti korrelacid. Az ortogonalis radiuszvektorok kozotti korrelacio
nulla (7. abra). Az adatmatrixbdl, a tovabbi prediktiv (eldrejelzd) modell
kidolgozasakor azok a tulajdonsagvektorok koziil, amelyek radiuszvek-
torai a fokomponens-vektorok sikjaban egymassal €les szdget zarnak be,
tobbségiik elhagyhato. 135

PC2

7. dbra
Az adatmatrix tulajdonsagvektorainak korreldcioja az elsé kettd fokom-
ponens-vektor sikjaban(Pésa, M., Pilipovié, A., Lalié, M., Popovic, J.
Talanta doi: 10.1016/j.talanta.2010.11.050 (in press))
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5. Osszegzés

A fékomponens-elemzés olyan tobbvaltozos adatelemzés, amely-
nél egy idében kapunk informécidt mind az adatmatrix objektumainak
(molekuldk) egymas kozotti hasonldsagairdl, mind a tulajdonsagvekto-
rok korrelaciojarol.
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